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СОСТАВЛЕНИЕ ДОПУСТИМОГО РАСПИСАНИЯ ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТ НА ОДНОМ 

ПРИБОРЕ ОПТИМАЛЬНОГО ПО КРИТЕРИЮ МИНИМИЗАЦИИ  
СУММАРНОГО ОПЕРЕЖЕНИЯ РАБОТ 

 

Рассмотрена задача составления допустимого расписания выполнения независимых работ с различными 
длительностями и директивными сроками одним прибором, при котором минимизируем суммарное опере-
жение директивных сроков. Предложен ПДС – алгоритм нахождения оптимального расписания по крите-
рию минимизации суммарного опережения. 

 
We considered a problem of creation of feasible schedule of performing an independent operations with dif-

ferent durations and due dates of a single device, in which the minimum of the total earliness of due dates is 
achieved. We consider PDS – an algorithm for finding an optimal schedule on criteria of minimizing the total earli-
ness. 

Введение 

Работа посвящена широко распространенной 
на практике задаче составления расписания 
выполнения множества работ с различными 
директивными сроками одним прибором, в ко-
торых все работы должны быть выполнены без 
нарушения их директивных сроков, и при этом 
должно достигать минимума суммарное откло-
нение моментов окончания работ от их дирек-
тивных сроков. 

Постановка задачи  

Задано множество независимых работ 
}...,,2,1{ nJ  , каждая из которых состоит из од-

ной операции. Для работы Jj  известны дли-

тельность выполнения jp  и директивный срок 

выполнения jd . Прерывания работ не допус-

каются. Работы поступают в систему одновре-
менно. Процесс выполнения работ является 
непрерывным: после выполнения первой по 
порядку работы сразу же начинает выполняться 
вторая и т.д. Необходимо найти допустимое 
расписание, в котором суммарное опережение 
моментов окончания выполнения работ относи-
тельно директивных сроков принимает мини-
мальное значения. 
Определение 1. Расписание называется допус-
тимым, если в нем удовлетворены все дирек-
тивные сроки (все задания не запаздывают). 
Определение 2. Для заданного расписания под 
моментом запуска r

 
понимается момент нача-

ла выполнения работы, которая в расписании 
стоит на первой позиции [3].  
Введем обозначения: 

jC  – момент окончания работы j ;   

jE  –   значение опережения для j - ой рабо-

ты:  jjj CdE  ;0max . 

В допустимом расписании jCd jj  , т.е. 

jjj CdE  . 

Эта задача является близкой к двухкритериаль-
ной задаче, рассмотренной в [2,3], в которой 
требуется найти допустимое расписание, в ко-
тором момент запуска работ является максима-
льно поздним (критерий 1), а суммарное опе-
режение выполнения работ относительно дире-
ктивных сроков принимает минимальное зна-
чения (критерий 2). В рамках решения двухк-
ритериальной задачи предполагалось, что пер-
вичным критерием являлся критерий 1. В не-
которых практических задачах основным кри-
терием оценки расписания является критерий 
2 – минимизация суммарного опережения, 
именно этот критерий и рассматривается в дан-
ной работе. 
Для решения рассматриваемой задачи были 
использованы результаты, полученные при ис-
следовании двухкритериальной задачи [1,2,3]. 
Так, в работе [2] был разработан алгоритм А 
определения самого позднего момента запуска 
выполнения работ в системе  max/1/ rn , 
при котором расписание остается допустимым. 
Суть алгоритма состоит в следующем. Вначале 
работы упорядочиваются по неубыванию дире-
ктивных сроков, затем определяется момент 
запуска выполнения работ, при котором в рас-
писании хотя бы одна работа будет запаздыва-
ющей. Определяется максимальное из запазды-
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ваний и вся последовательность работ сдвигае-
тся влево на эту величину.  

Теорема 1. Алгоритм А строит допустимое 
расписание, в котором момент r  начала выпо-
лнения работ (момент запуска) является самым 
поздним [2]. 

Следующая теорема описывает достаточные 
условия оптимальности двухкритериальной 
задачи. 

Теорема 2. Допустимое расписание с моме-

нтом запуска maxr , построенное по неубыванию 

директивных сроков, является оптимальным по 
критерию минимизации суммарного опереже-
ния при выполнении условий [2]: 

nn jjjjjj pppddd  
2121

, , (1) 

где ij  - это номер задания, которое в  расписа-

нии занимает i -ую позицию.   
Если cохранять установленный момент за-

пуска maxr  и при этом стремиться минимизи-

ровать и суммарное опережение заданий, то 
упорядочение должно осуществляться в соот-
ветствии с теоремой 3.  

Теорема 3. Пусть   - допустимое расписа-
ние выполнения n  работ с максимально позд-

ним моментом запуска  maxr , тогда допустимое 

расписание  njjj ,..., 211   ( ij  - это номер 

работы, которая в  1  занимает i -ую позицию) 

построенное по следующему правилу: 
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является оптимальным по критерию минимиза-
ции суммарного опережения работ с максима-

льно поздним моментом запуска maxr [3]. 

Следствие 3.1. Для любого заданного моме-

нта запуска maxrr   расписание, построенное 

в соответствии с рекуррентными соотношения-
ми (2)-(3), имеет минимальное суммарное опе-
режение для данного r  [3]. 

В работе [3] был разработан полиномиаль-
ный алгоритм А1 нахождения оптимального 
расписания по критерию суммарного опереже-
ния для заданного момента запуска r . Схема 
алгоритма базируется на равенствах (2)-(3), в 

которых вместо maxr , подставляется maxrr  . 

Отметим, что при ухудшении расписания по 
критерию 1 (при смещении его влево) можно 
получить расписание, которое по критерию 2 
лучше предыдущего. Следующий пример ил-
люстрирует это утверждение. 

Пример 1. 
Пусть имеется 5 работ с такими длительнос-

тями выполнения и директивными сроками: 

 5n ; 

1
1
p ;    1

2
p ;     1

3
p ;     1

4
p ;    

100
5
p ; 

110
1
d ; 111

2
d ; 112

3
d ; 113

4
d ; 

114
5
d . 

В соответствии с алгоритмом А определено, 

что 10max r . По Алгоритму А1 для заданного 

момента запуска построено расписание, опти-
мальное по критерию 2, у которого суммарное 
опережение равно 396 (рисунок 1). 

 
Рис. 1. Расписание при максимальном мо-

менте запуска 10max r  

После этого для момента запуска 9r  по 
алгоритму А1 построено расписание, оптима-
льное по критерию 2 , у которого суммарное 
опережение равно 5 (рисунок 2). 

 

 
Рис. 2. Расписание при моменте запуска 

9r  
Как видим, при ухудшении на единицу зна-

чения критерия 1, значение критерия 2 улуч-
шилось на величину 396-5=391.  

Одним из подходов к эффективному реше-
нию как труднорешаемых (NP-полных) задач 
комбинаторной оптимизации, так и в некото-
рых случаях P – разрешимых задач комбина-
торной оптимизации является разработка ПДС 
– алгоритмов [1]. В [4] приведена классифика-
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ция ПДС- алгоритмов. ПДС – алгоритмы быва-
ют двух типов. Необходимым и достаточным 
условием построения ПДС – алгоритма, являет-
ся нахождение теоретически обоснованных 
признаков оптимальности допустимого реше-
ния (достаточные условия оптимальности), ко-
торые конструктивно проверяются в процессе 
ее решения полиномиальным алгоритмом (P – 
составляющая ПДС - алгоритма). Данная задача 
решается ПДС – алгоритмом второго типа: 
кроме Р – составляющей он содержит полино-
миальную аппроксимацию точного алгоритма 
(приближенное решение, полученное в случае 
не выполнения достаточных условий опти-
мальности). 

Признак оптимальности допустимого рас-
писания 

Обозначим через: 
)(rE  –   значение критерия 2 в расписании, 

построенном по теореме 3 (минимальное сум-
марное опережение при заданном моменте за-
пуска r ); 

optr  – момент запуска в расписании с мини-

мальным суммарным опережение среди распи-
саний со всеми возможными моментами запус-
ка.   

Пусть имеем расписание, построенное по те-

ореме 3 для момента запуска maxr . Очевидно, 

что при уменьшении момента запуска на прои-
звольную величину   (смещении полученной 
последовательности работ влево на  ) сумма-
рное опережение увеличится на n . При даль-
нейшем увеличении величины   может насту-
пить такой момент, когда  для некоторого мо-

мента запуска 0max  rr  после примене-

ния теоремы 3 произойдет смена структуры 
расписания (изменение порядка выполнения 

работ) и при этом )()(  rErE . )( rE - точки 

разрыва в графике зависимости )(rE  от r , ко-

торые представлен на рисунке 3.  
Признак 1)  Пусть имеем расписание, у ко-

торого момент запуска равен maxr  и для кото-

рого выполняется равенство:  

)0()( maxmax EnrrE  , (4) 

(где  )( maxrE , )0(E  - значение критерия 2 для 

моментов запуска  maxr  и 0  соответственно), 

то это расписание является оптимальным по 
двум критериям. То есть, имеем, что  maxrropt 

. 

Отметим также, что для любого r  (и в том 

числе и для maxr ) невозможно выполнение не-

равенства: )0()( EnrrE  . 

 

 
Рис. 3. Изменение суммарного опережения 

при изменении момента запуска 
Признак 2) Пусть равенство (4) не выполня-

ется и пусть при этом существует фиксирован-

ный момент запуска maxrr  , для которого вы-

полняется равенство:  
)0()( EnrrE   (5) 

Тогда оптимальный момент запуска optr  (со-

ответствующий оптимальному суммарному 
опережению) удовлетворяет неравенству: 

maxrrr opt  . 

Доказательство выполнения признаков 
проведем методом от противного. 

Пусть выполняется признак 1, но при этом 

maxrropt  . Это означает, что существует мо-

мент запуска maxrropt  , для которого 

)()( maxrErE opt  .  

С учетом того, что 

)0()( maxmax EnrrE   

имеем:  

optnrnr max . 

Следовательно 
)()( maxrErE opt  , 

)0()()( maxmax EnrrEnrrE optopt   

Пришли к противоречию. Справедливость 
признака 1) доказано. 

Пусть выполняется признак 2), но rropt  , 

тогда )()( rErE opt  . Следовательно, 

)0()()( EnrrEnrrE optopt  , что невозмо-

жно. Справедливость признака 2) доказано. ■ 

Принципиальная схема ПДС-алгоритма 

Вначале  для maxr  строится оптимальное по 

критерию 2 расписание. Если для него выпол-

E

E(r+)

E(0)

E(r)

0 r r
max

r
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няется равенство )0()( maxmax EnrrE  , то по-

лученное расписание оптимально. Если не вы-
полняется признак 1) признака оптимальности, 
то  применяется полиномиальный (со сложнос-

тью )( 2nkO ) алгоритм, который изменяя моме-

нты запуска выполнения заданий от maxr  до 0  

и применяя рекуррентно процедуру из теоремы 
3 позволяет получить ряд расписаний, оптима-
льных для моментов запуска  

,,...,,, 21max krrrr  

где: kkk rrrrrr  12121max1 ...,,, . 

krrr ,...,, 21 – дискретные моменты изменения 

структуры оптимального по критерию 2 распи-
сания, когда точно меняется позиция хотя бы 
одной работы ( k  - заданное число). 

Длины интервалов kll ,1,   с неизменной 

структурой расписания определяем следующим 
образом: 

 





















s

Cd
pps

j
ni

l dC

ijs
ijs

i :/2
maxmin . (6) 

Величина  s

Cd

pps
d

ijs
ijs



 :/
max  – максимальный ди-

рективный срок из тех работ, длительность ко-
торых меньше длительности текущей работы 

ij , и которые имеют директивный срок мень-

ше, чем момент окончания работы ij .   

Процесс заканчивается, если для любого i  в 
(6) максимум  не определен (нет работ s , кото-
рые удовлетворяют условиям: 

ij
Csd

ij
pps  , .   

Для всех )(,1),[ max01 rrklrrr ll    струк-

тура оптимального расписания постоянна и  

)()(  ll rErE  для всех 10  ll rr .  

Оптимальное расписание построено, если 

найдено klrl ,  такое, что: 

)0()( EnrrE ll   (7) 

Это означает, что выполняется признак 2) 
оптимальности допустимого расписания и optr  - 

это одно из значений max1 ,...,, rrr ll  , если 

kl  . 

 

Алгоритм А2. Полиномиальная составляю-
щая ПДС – алгоритм нахождения оптималь-
ного расписания по критерию минимизации 

суммарного опережения 

ШАГ 1. Построить расписания, оптималь-

ные по критерию 2 для моментов запуска maxr  

и 0 . Определить соответствующие им суммар-

ные опережения )( maxrE  и )0(E .   

ЕСЛИ выполняется равенство 

)0()( maxmax EnrrE  , ТО КОНЕЦ –  получен-

ное для maxr  расписание оптимально. 

Полагаем: 0l  – порядковый номер смены 

структуры расписания; max0 rr  . 

ШАГ 2.  
 2.1. 1 ll  

2.2. Найти длину l  -го интервала l (по фо-

рмуле (6)). 
2.3. Сдвинуть влево текущую последовате-

льность работ на величину l :  lll rr  1  

2.4. Построить для полученного момента за-

пуска lr оптимальное по критерию 2 расписа-

ние. 
2.5. ЕСЛИ НЕ выполняется равенство 

)0()( EnrrE ll  , 

ТО перейти к п.2.1. 
ИНАЧЕ (выполняется признак оптимально-

сти 2). Найти )(min)(
1

l
kl

opt rErE


   

КОНЕЦ вычислений.  
Сложность полиномиальной составляющей 

)( 2nkO , где k - заданное количество изменений 

структур расписания. Покажем это. Наиболее 
трудоемкой частью алгоритма является пункт 
2.2 ШАГА 2, который состоит в нахождении  

длины l  l  -го интервала (в котором структура 

расписания неизменна) и соответственно моме-

нта запуска lll rr  1 , когда после примене-

ния алгоритма А1 в оптимальном расписании 
по критерию 2 для хотя бы одна работа изменит 
позицию относительно расписания с моментом 

запуска 1lr . Для фиксированной пары работ s  

и ij , проверка: 
ij

Csd
ij

pps  ,  осуществ-

ляется за время )1( . Всего существующих пар 

2

)1( nn
. Таким образом, верхняя оценка коли-

чества сравниваемых пар )( 2nO . Пусть общее 

количество смен структур k . Следовательно 
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сложность полиномиальной составляющей 

)( 2nkO .  

Если на каком-то этапе выполняется признак 
оптимальности 2), то точное решение находит-

ся в отрезке ],[ maxrrl .  Если же на k  структу-

рах изменения расписаний признак оптималь-
ности 2) не выполняется, то находим минима-
льное значение суммарного опережения на всех 
дискретных моментах изменения структур. И 
таким образом, получим приближенное реше-

ние, но точное ],[ maxrrr l . Это и есть поли-

номиальная аппроксимация точного алгоритма. 
ПДС - алгоритма второго типа построен.  

Примеры нахождения оптимального  
расписания по критерию 2. 

Пример 2. 
Дано: 6n ;  

99
1
p ;   28

2
p ;  62

3
p ;   98

4
p ;   

45
5
p ;  74

6
p ;  

240
1
d ; 260

2
d ; 249

3
d ; 514

4
d ; 

481
5
d ; 449

6
d . 

В соответствии с алгоритмом А найдено рас-
писание   с максимально возможным момен-
том запуска 71max r . После применения алго-

ритма А1 минимальное суммарное опережение 
при максимальном моменте запуска 

264)( max rE . Окончательный вид расписания 

с минимальным суммарным опережением при 
максимальном моменте запуска приведен в 
таблице 1. 

Табл. 1. Расписание, оптимальное по кри-
терию минимизации суммарного опережения 

при maxr
 

Поряд-
ковый 
номер в 
распи-
сании 

Но-
мер 
рабо-
ты, j  

Дли-
тель-
ность 
рабо-
ты, 

jp  

Дирек-
тив-
ный 
срок, 

jd  

Мо-
мент 
окон-
чания 
рабо-
ты, 

jC  

Опере-
жение 
работы, 

jE  

1 1 99 240 170 70 

2 3 62 249 232 17 

3 2 28 260 260 0 

4 4 98 514 358 156 

5 6 74 449 432 17 

6 5 45 481 477 4 

   
264)71(

)( max





E

rE  

Расписание с минимальным суммарным опе-
режением с моментом запуска 0 приведен в 
таблице 2. 

Табл. 2. Расписание, оптимальное по кри-
терию минимизации суммарного опережения 

с моментом запуска 0  
Поряд-
ковый 
номер 
в рас-
писа-
нии 

Номер 
рабо-
ты, j  

Длите-
льност
ь рабо-

ты, jp  

Дирек-
тив-
ный 
срок, 

jd  

Мо-
мент 
окон-
чания 
рабо-

ты, jC  

Опе-
реже-
ние 
рабо-

ты, jE  

1 1 99 240 99 141 

2 3 62 249 161 88 

3 2 28 260 189 71 

4 4 98 514 287 227 

5 6 74 449 361 88 

6 5 45 481 406 75 

    0E  690 

Данный пример на первом шаге применения 
алгоритма А2 дает оптимальное расписание по 
критерию 2. Проверим это: 

)0()( maxmax EnrrE  , 690716264  . Из 

признака оптимальности 1) получили оптима-
льное расписание по критерию 2, 

)()( max optrErE  . Задача решена. 

 
Пример 3. 
Найдем оптимальное расписание по крите-

рию 2 для следующей задачи:  
 6n ; 

2
1
p ;  7

2
p ;  5

3
p ;   3

4
p ;   1

5
p

;  20
6
p ;  

30
1
d ; 43

2
d ; 49

3
d ; 52

4
d ; 

54
5
d ; 56

6
d . 

Посчитаем, применяя алгоритм А2, суммар-

ное опережение с моментом запуска 0 . В таб-
лице 3 приведено расписание с моментом запу-

ска 0 , оптимальное по критерию 2. 

Суммарное опережение 99)0( E . 

Для нахождения максимального момента за-
пуска применим алгоритм А1. В таблице 4 при-

ведено расписание с 18max r , оптимальное 

по критерию 2. 

Суммарное опережение 73)( max rE . Приз-

нак оптимальности 1) не выполняется (

)0()( maxmax EnrrE  : 9918118673  ). 
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Табл. 3. Оптимальное расписание с моме-

нтом запуска 0  
Поряд-
ковый 
номер в 
распи-
сании 

Номер 
рабо-
ты, j  

Длите-
льност
ь рабо-

ты, jp  

Дирек-
тивный 
срок, 

jd  

Мо-
мент 
окон-
чания 
рабо-

ты, jC  

Опере-
жение 
рабо-

ты, jE  

1 6 20 56 20 36 

2 2 7 43 27 16 

3 1 2 30 29 1 

4 3 5 49 34 15 

5 4 3 52 37 15 

6 5 1 54 38 16 

Найдем минимальное значение среди всех 
возможных моментов изменения структуры 
расписания:  

 


















  
3.4.6.

2
1 3032;3035;43,30,49,52,54max56min

iсоотвiсоотвiсоотв
ni

 
(8) 

Табл. 4. Оптимальное расписание с моме-

нтом запуска maxr  

Поряд
рядко
ко-
вый 
номер 
в 
рас-
писа-
нии 

Но-
мер 
рабо-
ты, j  

Дли-
тель-
ность 
рабо-
ты, 

jp  

Дире-
ктив-
ный 
срок, 

jd  

Мо-
мент 
окон-
чания 
рабо-
ты, 

jC  

Опе-
реже-
ние 
рабо-
ты, 

jE  

1 2 7 43 25 18 

2 1 2 30 27 3 

3 3 5 49 32 17 

4 4 3 52 35 17 

5 5 1 54 36 18 

6 6 20 56 56 0 

Минимум в выражении (8) соответствует по-

зиции 6: 254561  . Составляющие вы-

ражения (8), соответствующие позициям 2 и 5, 
не определены в силу того, что работы, стоя-
щие на этих позициях, не удовлетворяют усло-
виям (6).  Сдвигаем последовательность работ 

на величину 2: 162181max1  rr . Пост-

роим оптимальное по критерию 2 расписание 

для 161 r  (таблица 5). 

Суммарное опережение 63)( 1 rE . Признак 

оптимальности 2) не выполняется 

( )0()( 11 EnrrE  , 9915916663  ). Най-

дем минимальное значение среди всех возмож-
ных моментов изменения структуры расписа-
ния:  

 


















  
4.5.

2
2 3033;43,30,49,52max53min

iсоотвiсоотв
ni

 

(9)

Табл. 5. Оптимальное расписание с моме-

нтом запуска 1r  
Поряд
рядко
ко-
вый 
номер 
в 
рас-
писа-
нии 

Но-
мер 
рабо-
ты, j  

Дли-
тель-
ность 
рабо-
ты, 

jp  

Дире-
ктив-
ный 
срок, 

jd  

Мо-
мент 
окон-
чания 
рабо-
ты, 

jC  

Опе-
реже-
ние 
рабо-
ты, 

jE  

1 2 7 43 23 20 

2 3 5 49 28 21 

3 1 2 30 30 0 

4 4 3 52 33 19 

5 6 20 56 53 3 

6 5 1 54 54 0 

Минимум в выражении (9) соответствует по-

зиции 5: 152532  . Составляющие выра-

жения (9), соответствующие позициям 2, 3 и 5, 
не определены в силу того, что работы, стоя-
щие на этих позициях, не удовлетворяют усло-
виям (6). Сдвигаем последовательность работ 

на величину 1: 15116212  rr . Постро-

им оптимальное по критерию 2 расписание для 

152 r  (таблица 6). 

Табл. 6. Оптимальное расписание в мо-

мент запуска 2r  
Поряд
рядко
ко-
вый 
номер 
в 
рас-
писа-
нии 

Но-
мер 
рабо-
ты, j  

Дли-
тель-
ность 
рабо-
ты, 

jp  

Дире-
ктив-
ный 
срок, 

jd  

Мо-
мент 
окон-
чания 
рабо-
ты, 

jC  

Опе-
реже-
ние 
рабо-
ты, 

jE  

1 2 7 43 22 21 

2 1 2 30 24 6 

3 6 20 56 44 12 

4 3 5 49 49 0 

5 4 3 52 52 0 

6 5 1 54 53 1 

Суммарное опережение 40)( 2 rE . Признак 

оптимальности 2) не выполняется 

( )0()( 22 EnrrE  , 9913015640  ). Най-

дем минимальное значение среди всех возмож-
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ных моментов изменения структуры расписа-

ния:  

 





























3.

43,30max44;

4.

3049;

5.

3052
2
min3

iсоотвiсоотвiсоотв
ni

 (10)

Минимум в выражении (10) соответствует 

позиции 3: 143443  . Составляющие вы-

ражения (10), соответствующие позициям 2 и 6, 

не определены в силу того, что работы, стоя-

щие на этих позициях, не удовлетворяют усло-

виям (6).   Сдвигаем последовательность работ 

на величину 1: 14115323  rr . Постро-

им оптимальное по критерию 2 расписание для 

143 r  (таблица 7). 

Табл. 7. Оптимальное расписание с моме-

нтом запуска 3r  

Поряд
рядко
ко-
вый 
номер 
в 
рас-
писа-
нии 

Но-
мер 
рабо-
ты, j  

Дли-
тель-
ность 
рабо-
ты, 

jp  

Дире-
ктив-
ный 
срок, 

jd  

Мо-
мент 
окон-
чания 
рабо-
ты, 

jC  

Опе-
реже-
ние 
рабо-
ты, 

jE  

1 1 2 30 16 14 

2 6 20 56 36 20 

3 2 7 43 43 0 

4 3 5 49 48 1 

5 4 3 52 51 1 

6 5 1 54 52 2 

Суммарное опережение 38)( 3 rE . Признак 

оптимальности 2) не выполняется (

)0()( 33 EnrrE  , 9912214638  ). Найдем 

минимальное значение среди всех возможных 
моментов изменения структуры расписания:  



















2.3.
2

4 3036;3053min
iсоотвiсоотв

ni

 (11) 

Минимум в выражении (11) соответствует 

позиции 2: 630364  . Составляющие вы-

ражения (11), соответствующие позициям 4, 5 и 
6, не определены в силу того, что работы, сто-
ящие на этих позициях, не удовлетворяют 
условиям (6).  Сдвигаем последовательность 

работ на величину 6: и  8614434  rr . 

Построим оптимальное по критерию 2 расписа-

ние для 84 r  (таблица 8). 

Табл. 8. Оптимальное расписание с моме-

нтом запуска 4r  
Поряд
рядко
ко-
вый 
номер 
в 
рас-
писа-
нии 

Но-
мер 
рабо-
ты, j  

Дли-
тель-
ность 
рабо-
ты, 

jp  

Дире-
ктив-
ный 
срок, 

jd  

Мо-
мент 
окон-
чания 
рабо-
ты, 

jC  

Опе-
реже-
ние 
рабо-
ты, 

jE  

1 6 20 56 28 28 

2 1 2 30 30 0 

3 2 7 43 37 6 

4 3 5 49 42 7 

5 4 3 52 45 7 

6 5 1 54 46 8 

Суммарное опережение 56)( 4 rE . Признак 

оптимальности 2) не выполняется  

( )0()( 44 EnrrE  , 991048656  ). 

Найдем минимальное значение среди всех 
возможных моментов изменения структуры 
расписания:  



















3.4.5.
2

5 3037;3042;3045min
iсоотвiсоотвiсоотв

ni
 (12) 

Минимум в выражении (12) соответствует 

позиции 3: 730375  . Составляющие вы-

ражения (12), соответствующие позициям 6 и 2, 
не определены в силу того, что работы, стоя-
щие на этих позициях, не удовлетворяют усло-
виям (6). Сдвигаем последовательность работ 

на величину 7: и  178545  rr . Пост-

роим оптимальное по критерию 2 расписание 

для 15 r  (таблица 9). 

Табл. 9. Оптимальное расписание с моме-

нтом запуска 5r  

Поряд
рядко
ко-
вый 
номер 
в 
рас-
писа-
нии 

Но-
мер 
рабо-
ты, j  

Дли-
тель-
ность 
рабо-
ты, 

jp  

Дире-
ктив-
ный 
срок, 

jd  

Мо-
мент 
окон-
чания 
рабо-
ты, 

jC  

Опе-
реже-
ние 
рабо-
ты, 

jE  

1 6 20 56 21 35 

2 2 7 43 28 15 

3 1 2 30 30 0 

4 3 5 49 35 14 

5 4 3 52 38 14 

6 5 1 54 39 15 
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Рис.4. Пошаговый процесс нахождения оп-
тимального расписания по критерию мини-

мизации суммарного опережения 

Суммарное опережение 93)( 5 rE . Прове-

рим, выполнение признака оптимальности 2). 
Признака оптимальности 2) допустимого рас-

писания выполняется ( )0()( 55 EnrrE 

055
EnrEr  , 991693  ). Оптимальное рас-

писание построено. При этом optr  находится в 

отрезке ]18,1[ .  Найдем 38)(min)(
51




l
l

opt rErE . 

Таким образом, оптимальное расписание по 
критерию 2 совпадает с расписанием в момент 

запуска 3r  (см.таблица 7). Проиллюстрируем 

процесс решения графически (рисунок 4). 

Выводы 

Рассмотрена актуальная задача теории рас-
писаний выполнения множества работ с разли-
чными директивными сроками одним прибо-
ром, в которых все работы должны быть выпо-
лнены без нарушения их директивных сроков и 
минимизировано суммарное отклонение моме-
нтов окончания работ от их директивных сро-
ков. Данная задача найдет широкое применение 
в современных условиях планирования точно в 
срок. Проведено исследование свойств этой 
задачи. Определены условия признака оптима-
льности расписания по критерию минимизации 
суммарного опережения выполнения работ и на 
их основе разработан ПДС - алгоритм нахожде-
ния оптимального расписания.  
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