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МНОГОКРАТНОЕ ПРОРЕЖИВАНИЕ ДЛЯ УСКОРЕНИЯ МЕТОДА ФАКТОРИЗАЦИИ 

ФЕРМА ПРИ НЕРАВНОМЕРНЫХ ШАГАХ ДЛЯ НЕИЗВЕСТНОЙ 

 
Предложен способ ускорения метода Ферма факторизации чисел за счет прореживания пробных 

значений неизвестной Х при использовании множества оснований модуля, в котором существенная 

роль принадлежит выделяемому базовому основанию модуля bb. Базовое основание выбирается из 

условия максимума отношения bb к числу тех из Xmodbb, для которых разница X2 – N является квад-

ратичным остатком по модулю bb (допустимые Xmodbb) и доступной оперативной памяти ЭВМ. На 

основании bb формируется список шагов переменной длины между ближайшими по величине допу-

стимыми Xmodbb. Описан алгоритм МР, реализующий прореживание пробных значений. Для наибо-

лее часто выполняемых шагов алгоритма МР представлен фрагмент программного кода на языке С. 

Представлены результаты численных экспериментов по разложению чисел на множители, являю-

щихся произведением двух простых таких, что отношение большего к меньшему не превосходит 4. 

Показано, что при использовании только процедуры прореживания пробных значений временные за-

траты при решении задачи разложения на множители всегда пропорциональны числу (p+q)/2 – N1/2, 

где N=pq. Они существенно зависят от выбора базового основания модуля и множества других осно-

ваний. 

 

The way for accelerating Fermat's method of numbers factorization was offered due to the decimation of 

trial values of unknown X using a set of the bases of the module in which the essential role belongs to the al-

located basic basis of the bb module. The basic basis is selected from the condition of maximum bb relation-

ship to the number of those Xmodbb, for which the difference X2 - N is a quadratic residue by mod bb (per-

missible Xmodbb) and available RAM of computer. Based on bb the list of steps of variable length between 

the the nearest largest permissible Xmodbb is formed. The algorithm of MR realizing the decimation of trial 

values is described. For the most frequently performed steps of the algorithm of MR the fragment of a pro-

gram code in language C is presented. The results of numerical experiments for the decomposition of num-

bers on the factors which are the product of two primes such that the ratio of highest to lowest does not ex-

ceed 4. It is shown that using only the decimation procedure of trial values, the time expenses in solving the 

problem of decomposition into factors is always proportional to the number (p + q)/2 - N1/2, where N = pq. 

They significantly depend on the choice of the basic basis of the module and a set of other bases of modules. 
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Вступление 

 

В информационно-телекоммуникационных си-

стемах для целей криптографической защиты 

информации применяется RSA алгоритм, что 

вызывает интерес к его криптоанализу. В рабо-

те [1] показано, что известные примеры ком-

прометации RSA алгоритма не являются эф-

фективней задачи факторизации. Основные 

используемые методы решения решения задачи 

факторизации представлены в [2]. Известно, 

что идеи классического алгоритма Ферма по-

ложены в основу таких современных методов 

факторизации как метод квадратического реше-

та и решета числового поля. Поэтому можно 

предположить, что усовершенствования метода 

Ферма факторизации чисел может послужить 

основой для ускорения и других методов фак-

торизации. Поэтому разработка способов уско-

рения метода Ферма факторизации чисел вида 

N = pq представляется актуальной. Одному из 

таких подходов, связанному с прореживанием 

пробных значений с неравномерным шагом при 

использовании множества оснований модуля, 

посвящено данное исследование.  

 
1. Постановка задачи 

 

Пусть задано составное нечетное число 

N=pq, которое следует разложить на множите-

ли, где p и q некоторые нечетные числа, не обя-

зательно являющиеся простыми. Согласно ис-

ходному варианту метода Ферма для определе-

ния p и q  решают уравнение 

 
22 YNX  , (1) 

где x и y – целые положительные числа.  
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В уравнении (1) неизвестную Х представим в 

виде  

   xxx1NX 0  . (2) 

 

Тогда решение уравнения (1) получают пе-

ребором значений х = 0, 1, 2, …, до тех пор, 

пока остаток NX 2  не окажется полным 

квадратом целого числа, т.е.  

 
22 YNX  , (3) 

 

где     pqYXYXYXN 22   , а перемен-

ные  X и Y определяются через p и q согласно 

соотношений 2/)qp(X   и 2/qpY  . По-

скольку число операций в методе Ферма про-

порционально числу значений х, то временная 

сложность алгоритма метода пропорциональна 

величине N2/)qp(xXx 0  ,  из-за чего 

при малых значениях множителя р (например, 

р=3, 5) с ростом N число х будет расти пропор-

ционально N, т.е. временная сложность метода 

Ферма )N(O)N(T  . Хотя при X2Y2   реше-

ние уравнения (2) получается уже при х = 0, т.е. 

метод Ферма эффективен при близких значени-

ях p и q. На идее использование близости мно-

жителей числа основан метод, предложенный в 

работе [3], где использовано два метода разло-

жения: метод пробного деления на простые 

числа до 3 N , а для больших делителей N ис-

пользуется метод Ферма для чисел kN. Времен-

ная сложность такого комплексного метода 

)N(O)N(T 3/1 .  

Алгоритм метода Ферма можно интерпрети-

ровать как цикл, в котором перебираются зна-

чения х от 0 до   1N2/)qp(  , определяется 

разность NX2   и из нее извлекается корень. 

Процесс заканчивается тогда, когда корень явля-

ется целым числом. Для ускорения поиска корня 

на основании решения уравнения (3) предлага-

лись ряд способов, описанных в работе [4]. 

Первый их них (алгоритм С) предполагает 

использование только операций сложение и 

вычитание, что исключает необходимость вы-

полнения операций умножения и извлечения 

корня, которые являются более сложными в 

вычислительном смысле. Но при большом их 

количестве вычислительная сложность алго-

ритма С оказывается слишком большой. 

Другой способ ускорения состоит в том, 

чтобы как можно меньше использовать извле-

чение квадратного корня. Как отмечается в [4], 

еще Ферма использовал для этого сравнение 

последних цифр разности NX2   с возможны-

ми квадратичными остатками по модулю 100. 

Дальнейшее ускорение на основе такого подхо-

да возможно при сравнении остатков 

)r1i(mmod)NX( i
2   с квадратичными остат-

ками для соответствующего основания модуля, 

для чего формируется таблица просеивания. 

Такой подход принято называть методом реше-

та (алгоритм D согласно [4]).  В соответствии с 

алгоритмом D извлечение корня будет только 

тогда, когда для всех оснований модуля mi 

остатки )r1i(mmod)NX( i
2   являются квад-

ратичными остатками. Данный подход допус-

кает ускорение, если существует основание 

модуля, для которого допустимые Х меняются 

с равномерным шагом. Так, например, для ос-

нования модуля 3 при 23modN   должно вы-

полняться условие 03modX  . Тогда шаг по Х 

можно выбрать равным 3. При наличии анало-

гичных соотношений для других оснований 

модуля процесс может еще ускорится.  

Третий способ состоит в том, что по таблице 

просеивания можно сформировать конечный 

набор слов и использовать их для анализа. На 

этой идее были разработаны ряд машин. Ма-

шина, построенная в 1995 году, могла анализи-

ровать 6.144109 чисел в секунду.  

Назовем допустимыми те значения х, при 

которых разность NX2   может быть полным 

квадратом согласно некоторых сформированных 

условий, и недопустимыми остальные. А процесс 

исключения недопустимых значений х назовем 

прореживанием. 

Особенностью всех перечисленных выше 

способов ускорения для метода Ферма является 

то, что анализируются Х на предмет того, яв-

ляются ли они допустимыми, осуществляется с 

некоторым постоянным шагом. Идея использо-

вания при прореживании только тех Х, для ко-

торых остаток от деления на некоторое основа-

ние модуля разности NX2   также будет квад-

ратичным остатком при использовании одного 

основания модуля предложена в работе [5]. В 

этом случае определено значение только средне-

го ускорения метода в зависимости от делителей 

основания модуля. В работе [6] получены оценки 

только для величины среднего ускорения в слу-

чае использования двух оснований модуля.  Но 

не рассматриваются случаи использования мно-

жества оснований и не описан алгоритм их при-

менения при решении уравнения (3). Нет также 
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количественных оценок ускорения, не совпада-

ющих со средним значением. Такие задачи ре-

шаются в настоящей статье.  

 

2. Прореживание возможных Х для метода 
Ферма при одном фиксированном 

основании модуля b 

 

Если выполняется соотношение (3), то для 

произвольного b имеет место равенство 

  bmodYbmodNX 22  , что эквивалентно вы-

полнению соотношения  

 

  
  bmodbmodY

bmodbmodNbmodbmodX

2

2




. (4) 

 

Обратное неверно, т.е. из выполнения (4) не 

следует выполнение (3). Но если не выполняется 

соотношение (4), то не будет выполняться и со-

отношение (3). Поэтому те Х, при которых не 

выполняется (4), исключаются из рассмотрения. 

В этом суть прореживания. 

Обозначим через M2(b) – множество квадра-

тичных остатков по модулю b. Тогда выполнение 

условия (4) означает, что существует квадратич-

ный остаток )b(2Mw , что  

  )b(2MbmodbmodNw  . (5) 

Следовательно, X допустимо, если для 

  wbmodbmodX
2

  выполняется условие (5).  

Приведем пример использования такой проце-

дуры прореживания.  

Пример 1. Пусть b = 48. Будем определять до-

пустимые Х за несколько шагов согласно следу-

ющих правил. 

А). Определение квадратичных остатков по 

модулю b. Для случая b = 48 квадратичные остат-

ки приведены в табл.1. 

 

 

 

Табл.1. Квадратичные остатки  

по модулю b = 48 

bi mod  0 1 2 3 4 5 

bi mod2
 0 1 4 9 16 25 

bi mod  6 7 8 9 10 11 

bi mod2
 36 1 16 33 4 25 

bi mod  12 13 14 15 16 17 

bi mod2
 0 25 4 33 16 1 

bi mod  18 19 20 21 22 23 

bi mod2
 36 25 16 9 4 1 

bi mod  24 25 26 27 28 29 

bi mod2
 0 1 4 9 16 25 

bi mod  30 31 32 33 34 35 

bi mod2
 36 1 16 33 4 25 

bi mod  36 37 38 39 40 41 

bi mod2
 0 25 4 33 16 1 

bi mod  42 43 44 45 46 48 

bi mod2
 36 25 16 9 4 1 

Б). Определение квадратичных остатков 

)b(2Mw , для которых выполняется соотноше-

ние (5).  

Для проверки выполнения условия (5) необ-

ходимо знать значение bmodN . Будем исходить 

из того, что N и b не имеют общих делителей. 

Пусть bmodN =25. Для всех )b(2Mw  опреде-

лим разности   bmod25w   и выясним, являются 

ли они квадратичными остатками по модулю b. 

Результаты вычислений приведены в табл.2. 

 

Табл.2. Результаты определения остатков   bmod25w   

Элементы w множества M2(b) квадратичных остатков по модулю b 0 1 4 9 16 25 33 36 

  bmod25ws   23 24 27 32 39 0 8 11 

)b(2Ms ? (да – (+), нет – (-)) - - - - - + - - 

Согласно данных табл.2 единственным квад-

ратичным остатком, для которого выполняется 

соотношение (5), является 25bmodXw 2  .  

В) Определяем значения bmodX , для которых 

25bmodX2  . Такому равенству удовлетворяют 

значения 43,37,35,29,19,13,11,5mod bX .  
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Г). Поиск неизвестных X и Y.  

Пусть N=2329. bmodN =25. С учетом того, 

что 43,37,35,29,19,13,11,5bmodX  , а 

    49123291Nx0  , возможными допу-

стимыми значениями Х будут числа, большие 

или равные x0, а именно 53, 59, 61, 67, 77, 83…. 

В табл. 3 приведены результаты проверок будет 

ли разница NX2   полным квадратом для до-

пустимых Х.  

 

Табл.3. Значения 2329X2   для допустимых значений Х. 
X 53 59 61 67 77 

2329X2   480 1152 1392 2160 3600 = 602 

( 2329X2  ) - полный квадрат (+) или нет (-

) 
- - - - + 

 

Как видно из табл. 3, полный квадрат разно-

сти 2329X2   получен для Х = 77 за 5 вычисле-

ний разности 2329X2   и извлечения корня из 

нее вместо 29 аналогичных операций для слу-

чая, когда не использовалось бы прореживание. 

По результатам вычислений определено, что 

2329 = (77+60)*(77-60) = 137*17. 

Рассмотрим еще два варианта значений 

bN mod  при b = 48 и определим множества 

допустимых X. 

Пусть bN mod =11. Для всех вариантов квад-

ратичных остатков )(2 bMw  определим раз-

ности   bbNw modmod  и выясним, являются 

ли они квадратичными остатками по модулю b. 

Результаты вычислений приведены в табл.4. 

 

Табл.4. Результаты определения остатков   bmod11w   для всех вариантов 

квадратичных остатков по модулю b = 48 
Элементы w множества M2(b)  

квадратичных остатков по модулю b 
0 1 4 9 16 25 33 36 

  bws mod11  37 38 42 46 5 14 22 25 

)(2 bMs ? (да – (+), нет – (-)) - - - - - - - + 

 

Согласно данных табл.4 единственным квад-

ратичным остатком, для которого выполняется 

условие (8), является 36bmodXw 2  . Соглас-

но данных табл.1 такое равенство выполняется 

при значениях 42,30,18,6bmodX  .  

Рассмотрим еще один вариант значения 

bmodN . Пусть bmodN =35. Для всех вариантов 

квадратичных остатков )b(2Mw  определим 

разности   bmod35w   и выясним, какие из них 

принадлежат множеству )b(2M . Результаты 

вычислений приведены в табл.5. 

 

Табл.5. Результаты определения остатков   bmod35bmodX2   для всех вариантов 

квадратичных остатков по модулю b = 48 
Элементы z множества M2(b) квадратичных 

остатков по модулю b 
0 1 4 9 16 25 33 36 

  bmod35zs   13 14 17 22 29 38 46 1 

)b(2Ms ? (да – (+), нет – (-)) - - - - - - - + 

 

Согласно данных табл.5 единственным квад-

ратичным остатком, для которого выполняется 
условие (6), является 36bmodXw 2  . На шаге 

В) определяем значения bmodX , для которых 
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36wbmodX2  . Такому равенству удовлетво-

ряют значения 42,30,18,6bmodX  , аналогично 

как и в случае bmodN =11.   

Приведенные примеры дают основание сде-

лать два следующих заключения: 

- одно и то же множество допустимых X мо-

жет соответствовать разным вариантам значе-

ний bmodN ; 

- для разных bmodN  число элементов r в со-

ответствующих им множествах допустимых X 

может не совпадать. 

Пусть 
min

r – минимальное число элементов 

множества допустимых X среди всех возмож-

ных значений bmodN , не имеющих общих де-

лителей с b, включая 1bmodN  , 
max

r  – макси-

мальное, а 
cp

r – среднее такое значение. Опре-

делим коэффициенты ускорения: 

)b(r/b)b(z
maxmin   – коэффициент минималь-

ного ускорения, 

)b(r/b)b(z
minmax   – коэффициент максималь-

ного ускорения, 

)b(r/b)b(z
cpcp   – усредненное значение ко-

эффициента ускорения. 

В работах [М1, м2] для коэффициента )b(zcp  

экспериментально установлено следующие 

наиболее важные его свойства: 

1. 2)2(z 2
cp  , 4)2(z)2(z)2(z 4

max
4

cp
4

min  , 

при k > 4  6)2(z k
cp  , 

2. )b(z)c(z)cb(z cpcpcp  , если c и b взаимно 

простые, 

3. )b(z2)cb(z cpcp  , если c простое число, вза-

имно простое с b. 

Известно также, что такие свойства, как пра-

вило, не выполняются для )b(zmin  и )b(zmax . В 

то же время при оценках вычислительной 

сложности алгоритмов необходимо исходить из 

максимально сложного варианта, который для 

случая метода факторизации Ферма будет при 

тех значениях bmodN , при которых коэффици-

ент ускорения будет минимальным. Поэтому 

при выборе основания модуля b важно иметь 

оценку для )b(zmin .  

В работе [М1] показано, что для случая про-

стых b )1b/(b2)b(zmin  , т.е. при увеличении 

простого b коэффициент ускорения )b(zmin  

стремится к 2. Следовательно, увеличения мини-

мального значения коэффициента ускорения 

можно добиться при умножении исходного осно-

вания b на простые числа, которые еще не явля-

ются множителями b. Элементарные вычисления 

показывают, что число таких простых множите-

лей не может быть большим, поскольку очень 

быстро растет их произведение. Поэтому альтер-

нативой такому подходу является использование 

многократного прореживания для ускорения ме-

тода факторизации Ферма, когда оценка допу-

стимости X проверяется не только для одного 

основания модуля, а для некоторого их числа. 

Описание такого метода прореживания и иссле-

дование его свойств приводятся ниже.  

 
3. Алгоритм метода многократного 

прореживания МР 

 

Пусть задано значение базового основания 

модуля bb и множество других оснований моду-

лей  m

1iib


, где m > 0, где все основания являются 

попарно взаимно простыми числами. Алгоритм 

МР метода многократного прореживания пред-

ставим следующей последовательностью шагов. 

Шаг 0. Предварительная подготовка. 

Шаг 0.1. Определение неотрицательных 

остатков от деления bbmodN  и  m

1iibmodN


 

Шаг 0.2. Для основания bb определение 

)bb(r
max

. 

Шаг 0.3. Определение квадратичных остат-

ков для основания bb (формируется массив 

Mbb[bb]), а также информации о допустимых 

bbmodX , т.е. тех, для которых выполнено усло-

вие (5). Все такие значения bbmodX  определе-

ны в диапазоне [0, bb-1] и могут быть представ-

лены списком допустимых значений Х, число 

которых не превышает )bb(r)bb(z/bb
maxmin  . 

Список допустимых Х будем хранить в массиве 

)]1r[(Xbb
max

 . С учетом того, что при разных 

значениях bbmodN  в диапазоне [0, bb-1] число 

допустимых Х разное, в ячейке Xbb[0] указыва-

ется фактическое значение числа допустимых 

Х, а сами значения записываются в порядке 

роста в ячейках от первой до )bb(r
max

, а на их 

основании формируется последовательность ша-

гов по Х переменной длины между допустимыми 

Х массива ]]0[Xbb[Xbb  по правилам:  

))1]0[Xbb(1k(

.bb]]0[Xbb[Xbba]]0[Xbb[Xbb

];k[Xbb]1k[Xbb]k[Xbb

];1[Xbba

















. (5) 
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Шаг 0.4. Определение допустимых ibx mod  

для оснований  m

1iib


. Для каждого из основа-

ний  m

1iib


 формируется информация о квадра-

тичных остатках по модулю bi а по ней массив 

Xb[i][*], в котором в ячейке t соответствует 

значение 1, если i
2 bmod)Nt(   – квадратичный 

остаток по модулю bi, ( i
2 bmod)Nt(   принад-

лежит множеству квадратичных остатков 

)b(2M i
) а иначе 0, т.е.  

 

)1b0t,m1i(

)b(2Mbmod)Nt(,0

)b(2Mbmod)Nt(,1
]t][i[Xb

i

ii
2

ii
2














. (6) 

 

Шаг 0.5. Определение   1Nx0   и старто-

вого Х, равного хх, являющегося ближайшим 

большим или равным х0 числом, для которого 

bbmod)Nxx( 2   будет квадратичным остатком 

по модулю bb. Определение номера ячейки ixх в 

массиве ]]0[Xbb[Xbb , соответствующей 

bbmodxx . 

Шаг 0.6. Суммарный прирост X, число kx, 

принимается равным 0. Значение kx будет 

ограничиваться сверху значением kxmax. Те-

кущий прирост x, число dx, принимается рав-

ным 0. Присваиваем X = xx, i = ixx, где i – теку-

щее значение индекса для массива Xbb. 

Шаг 1. Определить остатки kbxxmod  и со-

хранить их в массиве Mx[(m+1)]. Присвоить 

kx=0. Определить остатки   k
2 bmodNxx   и 

сохранить их в массиве My[(m+1)]. Если все 

числа   )m1k(bmodNxx k
2   являются квад-

ратичными остатками по соответствующему 

модулю, перейти к шагу 6, а иначе к шагу 2.   

Шаг 2. i=i+1. Если ]0[Xbbi  , то присвоить 

i = 1. 

Шаг 3. ]i[Mbbdx  .   

Шаг 4. kx = kx + dx.  

Шаг 5. В цикле по k от 1 до m проверить вы-

полнение условия  

  1]bmodkx]k[mx][k[Xb k  . (7) 

 

Если при некотором k окажется, что условие 

(5) не выполняется, т.е. Х является квадратич-

ным остатком по модулю bk, перейти к шагу 7.  

Шаг 6. Найдено значение kxxxX  , для 

которого, при всех анализируемых вариантах 

оснований модуля, разности  

    
 )m1k(bb,bbb

bmodbmodNbmodbmodXbmodNX

k

22




яв-

ляются квадратичными остатками, т.е. Х может 

быть решением уравнения (3).  

Проверка: является ли разность NX2   квад-

ратом целого числа Y. Если да, то получено ре-

шение уравнения (3) p=X-Y, q=X+Y и работа 

алгоритма завершена, а иначе перейти к шагу 1.  

Шаг 7. Если kx > kxmax перейти к шагу 1, 

присвоив xx значение xx + kx , а иначе перейти 

к шагу 2.  

Алгоритм МР ориентирован на использование 

в стандартных компьютерах, где переменные 

могут иметь тип long и double. Для работы с 

бо'льшими числами их предлагается представ-

лять в некоторой системе счисления. В практиче-

ских реализациях алгоритма использовались ос-

нования счисления b0 = 10, b0 = 1000, b0 = 1024, 

b0 = 3600 и другие их варианты. Для всех резуль-

татов численных экспериментов, представленных 

в настоящей статье, принято b0 = 1000.  

Проиллюстрируем эффект использования 

нескольких оснований модуля при решении 

уравнения (3), а именно работу шага 5 алгорит-

ма МР для приведенного выше примера малого 

числа N = 2329, где bb = b = 48, а одно допол-

нительное основание модуля b1 = 5.  

Ранее для N = 2329 было определено, что 

bmodN =25,     49123291Nx0  , а воз-

можными допустимыми значениями Х будут 

числа 53, 59, 61, 67, 77, 83, …. Квадратичными 

остатками по модулю 5 будут числа 0, 1, 4, а 

допустимыми значениями Х для основания мо-

дуля 5 являются значения 3,2,05modX  . Ре-

зультаты вычислений представлены в табл.6. 
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Табл.6. Результаты проверок на полный квадрат разностей 23292 X   

для допустимых значений Х с учетом использования дополнительного  

основания модуля b1 = 5. 
X 53 59 61 67 77 

5modX  3 4 1 2 2 

]5modX][1[Xb  1 0 0 1 1 

2329X2   целое число?  

Да (+), нет (-), пропуск – не проверяется 
-   - + 

 

Как видно из табл. 6 полный квадрат разно-

сти 23292 X  получен для Х = 77 за 3 извле-

чения корня вместо 5, поскольку при Х = 59 и Х 

= 61 числа   5mod23292 X  не являются квад-

ратичным вычетом по модулю 5.  

Сравнивая данные табл. 36 и табл. 6 легко 

увидеть, что полученные в них результаты сов-

падают абсолютно, но сравнение 

]5modX][1[Xb  с единицей явно более простая 

операция, чем  вычисление каждый раз значе-

ния 2329X2  . При этом корень из 2329X2   

ищется не каждый раз. 

2. Разработка компьютерного приложения 
на основе алгоритма МР 

 
2.1. Представление больших чисел 

 

Предполагается, что предложенный алгоритм 

может быть использован для факторизации чи-

сел, превышающих ограничения для стандарт-

ных описаний long (а также long long). С точки 

зрения представления таких чисел в компьютере 

они являются  большими. При создании компь-

ютерного приложения для работы с ними ис-

пользовался способ их представления, основан-

ный на разложении числа по основанию b0.  

Пусть N – некоторое число. Его можно пред-

ставить в виде  






)N(m

0i

i
0ibcN

, 
(9) 

а информацию о числе представить массивом, в 

нулевой ячейке которого записано количество 

элементов массива m(N)+1, описывающих чис-

ло N, а в ячейках i (i=1 m(N)+1) – числа ci-1. 

Рассмотрим пример. 

Пусть информация будет представлена в 

массиве Mas, число N = 235691, b0 = 60. Тогда  

3
03

2
02

1
010

32

bcbcbcc

601605602811N




, 

m(N) = 3, а элементами массива Mas будут числа: 

4]0[Mas  ; 11]1[Mas  ; 29]2[Mas  ; 5]3[Mas  ; 

1]4[Mas  . 

В общем виде массив типа Mas формируется 

согласно правил 

 










 i1)N(mc]i[Mas:1)N(m1i

,1)N(m]0[Mas:0i
]i[Mas . (10) 

 

При таком представлении чисел их сложение 

(или вычитание) сводится к сложению (вычи-

танию) чисел, записанных в соответствующих 

ячейках массивов типа Mas с учетом переноса 

разрядов. Умножение чисел может быть вы-

полнено в “столбик”. Такая организация дан-

ных о больших числах использована в разрабо-

танном компьютерном приложении, фрагмент 

которого будет представлен в статье ниже.  

 
2.2. Структура компьютерного приложения 

 

В алгоритме МР наиболее часто в цикле вы-

полняются операции шагов 2-5 и 7. Поэтому 

при его программной реализации операции, 

предусмотренные в других шагах, выносились 

за пределы цикла.  

При разработке приложения известными по-

лагались следующие данные: 

- число N;   

- основание системы счисления b0, 

- базовое основание модуля bb, 

- число дополнительных оснований модулей 

CB и их значения  CB

1kkb


.  

При задании числа N вводится информация о 

m(N) и m(N) +1 значениях ))N(m0i(ci  , ко-

торая хранится в массиве nn[*]. 
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Первоначально в компьютерном приложе-

нии выполняются операции, предусмотренных 

на шаге 0 алгоритма МР, т.е. с учетом форми-

рования массива )CB1k(]][*k[Xb  , в котором 

тем из )CB1k(bmodX k  , для которых 

  k
2 bmodNX   является квадратичным остат-

ком, соответствует значение 1, а иначе 0. После 

определения   1Nx0   (массивы kr[*] = 

rx[*]), стартового Х, равного хх= rx[*], номера 

ячейки ixх в массиве ]]0[Xbb[Xbb , соответству-

ющей bbmodxx , а также присвоений перемен-

ным kxmax (принято  kxmax = 2144000000), 

kx=0, X= xx, и k00= ixx, где k00 – текущее зна-

чение индекса для массива Xbb, следует блок 

операторов, реализующий шаги 1-5 и 7. Текст 

программы для этого блока на языке С приве-

ден ниже, где более мелким шрифтом приведе-

ны комментарии. 
d=0; // d – величина приращения для Х, 

определяемая по данным массива Mbb. 

Для стартового Х d=0 

mj=2144000000; // mj = kxmax 

mtt0: l=0;  // счетчик числа оснований 

модуля, для которых 

  )CB1i()b(2MbmodNX ii
2  . 

  for (i=0; i<CB; i++)  

  { 

    b=mb[i]; lll++;  

    j =0; for (f=rx[0]; f>0; f--)   

j=(rx[f]+ j*b0)%b; // j=kr[]%b;  

    rd[i]=j; // остатки от деления 

Х=rx[*] на основание b=mb[i]  

    if ( xb[i][j]>0 ) l++; 

  } 

  if ( l<kb)   

  {  // X не формируется квадратичный 

остаток хотя бы по одному из основа-

ний модуля (Х не будет решением) 

   n1=d;   

mtt: l=0;  

 n2=1;  // Признак того, что X форми-

рует квадратичный остаток 

 j=n1;  // n1 – значение суммарного 

приращения к хх = kr[*] 

 for (f=0; f<CB; f++)  

    {  

b=mb[f]; // Значение основания модуля 

номер f из списка оснований, задан-

ных в массиве mb[*] 

k=n1+rd[f]; if ( k>=b ) j=k%b; else 

j=k;  

// Определение X mod bf 

if ( xb[f][j]>0 ) l++;  // X формирует 

квадратичный остаток по основанию bf 

else n2=0;  // X не формирует квадра-

тичный остаток по основанию bf 

if ( n2==0 ) break; 

    } 

    if ( l<CB )  

{ // Хотя бы для одного из оснований 

модулей X не формирует квадратичный 

остаток по его основанию 

k00++; if ( k00>dx[0] ) k00=1; 

d=xbb[k00];  // Определение прироста к 

Х по данным массива xbb[*] 

if ( n1>mj )  

{ // текущее значение прироста Х пре-

высило kxmax = mj  

  j3=n1;  

  for (f=1; f<=rx[0]; f++)  

  { // учет суммарного прироста в 

rx[*]=X   

 n=rx[f]+j3;  

 rx[f]=n%b0;  // b0 – основание систе-

мы счисления, (в программе b0=1000) 

 j3=n/b0;  

 if ( j3==0 ) break;  

} 

   if ( j3>0 ) { n=rx[0]+1; rx[n]=j3; 

rx[0]=n;  } 

   n1=d; 

   goto mtt0; // Переход к шагу 1 ал-

горитма  

 } 

 n1=n1+d;  

 goto mtt; // Переход к шагу 2 алго-

ритма МР 

  } 

   } 

   else  

   {  

     // учет суммарного прироста в 

массиве rx[*]=X   

     SQR(X2-N); // Процедура определе-

ния корня из остатка X2-N  

   } 

Если по результатам определения корня из 

NX2   окажется, что он является целым числом, 

то определяются множители p и q, а иначе переход 

по метке mtt0 (Переход к шагу 1 алгоритма МР). 

При анализе приведенного фрагмента про-

граммного кода на языке С можно заметить, что в 

нем почти все операции ведутся с использованием 

не самого Х, а приращений к нему (числа d и n1). 

И только в относительно редких случаях, когда  n1 

превышает mj или при допустимости Х для всех 

оснований модуля, переопределяется Х, представ-

ленное массивом rx[*].   

 
3. Численные эксперименты 

 

При проведении численных экспериментов 

ставилась задача определения предельных зна-

чений N = pq таких, что p и q являются просты-

ми и q<4p, а время разложения на множители 

числа N минимально превышало 1000 секунд 

для ПК со следующими характеристиками: так-

товая частота 2.4 GHz, ОЗУ 6 ГБ, 32-разрядная 

операционная система.  
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Для проведения численных экспериментов 

строилась базовая последовательность чисел 

 120

0iit 
, а на ее основании последовательности 

простых чисел )80j,1200i(tp j,iij,i  , 

где  i,j – прибавки к ti такие, что при bb=277200 

число элементов в множестве Xbb  равно мак-

симально возможному значению 
max

r = 2880 для 

)7i()t(pN j,iji0,ij,i   . При этом t0 = 

10111000; t0 2
0.25  t1 = 12024073, t0 2

0.5  t2 =  

14299113, t0 2
0.75   t3 = 17004607, а при i > 3  

4ii t2t  .  

Для базового основания модуля bb = 277200 

определено минимальное ускорение равное 

25.962880/277200)bb(r/bb)bb(z
maxmin  . Число 

дополнительных оснований принято m = 14. 

Каждое из оснований  )m1k(bb k   являлось 

произведением 2-х или 3-х простых чисел или 

простым числом. Значения оснований приведе-

ны в табл.11. 

 

Табл.7. Дополнительные основания модуля bk (k = 1m) и их простые множители 
k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

bk 4199 2461 2987 3131 3589 3649 3569 3713 3869 4189 4087 109 113 127 

Множи- 

тели 

bk 

13 

17 

19 

23 

107 

29 

103 

31 

101 
37 97 41 89 43 83 47 79 53 73 59 71 61 67 109 113 127 

При численных экспериментах определены 

предельные значения )( ,0,, jijiiji tpN  
  

для j = 1  8. Результаты представлены в табл. 8 

и 9.  

Табл.8. Минимальное из  Ni,j  для j = 1  8 для которого время расчета t > tmax = 1000 
j imax Ni,j x lkxmax lsqrt t 

1 109 2 190 107 742 436 404 740 487 152 427 983 5 558 342 544 918 2245 732 1103 

2 101 115 103 357 258 699 743 681 239 319 283 5 106 595 343 108 2013 750 1039 

3 97 24 197 500 008 691 435 623 032 029 847 5 284 605 435 652 2013 996 1180 

4 94 7 193 959 711 947 061 718 333 522 687 5 145 026 742 943 2047 777 1057 

5 92 3 024 687 551 113 421 119 054 532 273 5 242 071 052 870 2030 839 1120 

6 91 1 798 489 957 219 681 011 882 800 933 5 860 792 837 224 2250 1063 1260 

7 89 756 171 875 272 834 283 163 615 947 5 214 582 582 945 2068 780 1061 

8 89 449 622 502 710 882 990 030 860 543 5 301 075 967 839 2078 844 1099 

 

Табл.9. Максимальное  Ni,j  для j = 1  8 для которого время расчета t < tmax = 1000 
j imax Ni,j x lkxmax lsqrt t 

1 108 1 548 640 026 044 167 252 739 717 338 763 4 673 991 914 759 1838 707 966 

2 100 81 390 365 008 084 150 314 806 066 243 4 294 118 141 585 1742 554 854 

3 96 17 110 216 737 864 187 826 162 121 677 4 443 805 821 938 1783 615 908 

4 93 5 086 897 811 841 886 885 408 415 303 4 326 434 593 759 1708 657 892 

5 91 2 138 777 028 997 712 373 241 359 173 4 408 038 568 624 1732 675 901 

6 90 1 271 724 453 348 788 067 534 653 477 4 928 319 544 222 2000 634 976 
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j imax Ni,j x lkxmax lsqrt t 

7 89 534 694 273 087 056 334 501 735 193 4 384 923 852 940 1733 681 898 

8 88 317 931 109 083 252 528 293 431 373 4 457 655 697 241 1846 492 877 

В табл. 8 и табл. 9 указанные в заголовке пе-

ременные означают: 

  1N2/)qp(x j,i  ; 

lkxmax – количество переходов с шага 7 на шаг 

1 при условии kx > kxmax; 

lsqrt – количество раз извлечения корня с 

остатком из многорозрядного числа; 

t – время расчета (сек). 

На основании данных о времени разложения 

на множители чисел )7i()t(pN j,iji0,ij,i    

было установлено:  

1. Время расчета пропорционально 

  1N2/)qp(x j,i   независимо от j; 

2. Для каждого из j время разложения на 

множители числа )7i()t(pN j,iji0,ij,i    

примерно в 2 раза меньше чем для числа 

)110i()t(pN j,ij4i0,ij,4i   . 

Второй из выводов можно обосновать теоре-

тически. Действительно, пусть при p<q 

p)1(q 2 , где  – некоторое действительное 

число. Тогда величину   1N2/)qp(x j,i   

можно оценить через р и  

   
2

p
pp)1(5.0pq5.0

pq2/)qp(N2/)qp(xXx

2
22

0





, 

через q и  , 

 

 
2

2
2

2

0

)1(2

q
)1/(qq5.0

pq5.0xXx








, 

а также представить через N и  

 

)1(2

N

)1(2

q

2

p

pq5.0xXx

2

2

22

2

0
















.            (11) 

Из соотношения (11) следует, что в случае 

практически неизменного значения  значение 

х пропорционально корню квадратному из N. 

Это подтверждается и для данных о времени 

расчета при разных вариантах N. Общая ин-

формация представлена на рис.1.  

В связи с полученными результатами о вре-

мени расчета при неизменном значении базово-

го основания модуля bb, а также числа допол-

нительных оснований m > 0 и их значений 

 m

1iib


в последующем исследовалось влияние на 

время расчета значения bb и числа оснований m 

при заданных их значениях в табл. 7.  

 
Рис.1. Диаграммы изменения времени 

расчета при росте i для j=18 

 

В случае использования значения базового ос-

нования модуля bb = 25200 (25200=277200/11) 

оказалось, что время расчета увеличилось в 1.74 

 1.78 раза (в среднем в 1.77 раза). Для обеспече-

ния сравнимости результатов суммарное число 

простых чисел в дополнительных основаниях 

модулей увеличилось на единицу за счет замены 

основания b12=109  на  111091199b'
12  .  

При использовании значения основания моду-

ля bb = 3600 (3600=277200/11/7) время расчета 

увеличилось в 3.06  3.17 раза (в среднем в 3.11 

раза). Для обеспечения сравнимости результатов 

суммарное число простых чисел в дополнитель-

ных основаниях модулей увеличилось на два за 

счет замены оснований b12=109 и b13=113 на 

111091199b'
12   и 7113791b'

13  . Следова-

тельно, на время расчета существенно влияет 

выбор значения базового основания модуля bb, 

что требует дополнительного исследования.  

Дополнительно были проведены численные 

эксперименты, в которых при bb = 277200 меня-

лось число оснований модуля из их списка, приве-

денного в табл.7. Расчеты проводились для чисел 
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)t(pN j,iji0,ij,i    при i = 88  94 для числа 

оснований m = 2, 3, 4, 6, 10 и 14. Средние значения 

коэффициентов отношений времени расчета для 

разных m (tm) к аналогичному времени (t14 = 236 с)  

при m = 14 приведены в табл.10, где kp(m) – сум-

марное количество простых чисел в основаниях 

модуля в зависимости от их числа.  

 

Табл.10. Средние значения отношений tm / t14 для ряда значений числа дополнительных 

оснований модуля. 
m 2 3 4 6 10 14 

tm / t14 4.937 1.969 1.257 1.090 1.032 1 

kp(m) 5 7 9 13 21 26 

 

Выше отмечалось, что увеличение числа про-

стых множителей в основаниях модулей должно 

приводить к уменьшению количества извлечения 

корня в случаях, когда Х оказывается допусти-

мым для всех используемых оснований модуля. 

При этом добавление в основаниях одного про-

стого числа u должно приводить к уменьшению 

количества обращений к процедуре извлечения 

корня в число раз от )1u/(u2   до )1u/(u2   

(среднее значение равно 2). Когда число простых 

чисел в основаниях увеличивается на два, т.е. 

добавлены два простых числа u1 и u2, то количе-

ство обращений к процедуре извлечения корня 

уменьшается в число раз от )1u/(u)1u/(u4 2211   

до )1u/(u)1u/(u4 2211   (среднее значение равно 

4). Увеличение количества простых чисел в осно-

ваниях модуля на h должно приводить к умень-

шению числа обращений к процедуре извлечения 

корня в среднем в 2h раза. Для подтверждения 

истинности такого вывода были численно опре-

делены количества обращений к процедуре из-

влечения корня nq(m) из j,i
2 NX  в случае 

1,92NN   при количестве оснований модулей m = 

2, 3, 4, 6, 10 и 14. Определялись также количество 

случаев (числа nkx(m)), когда n1 превышает mj 

(т.е. kx>kxmax). Такая информация представлена 

в табл.11. 

 

Табл.11. Некоторые соотношения для количества раз обращения к извлечению корня при 

разном числе оснований модуля, заданных в табл.7 
m 2 3 4 6 10 14 

nq(m) 423652533 103255286 26386599 1678856 6447 180 

nkx(m) 0 0 0 0 0 459 

 kp(3)- kp(2)=2 kp(4)- kp(3)=2 kp(6)- kp(4)=4 kp(10)- kp(6)=8 kp(14)- kp(10)=5  

 
221.4

)3(nq

)2(nq
  229.3

)4(nq

)3(nq
  427.15

)6(nq

)4(nq
  829.288

)10(nq

)6(nq
  528.35

)14(nq

)10(nq
   

 

Данные, приведенные в табл. 10 и табл. 11 

позволяют сделать предположение о том, что 

количество оснований модуля, используемых при 

разложении на множители числа N, целесообраз-

но увязывать с числом разрядов N и kxmax.   
 

Выводы 

 

Максимальное число N, которое можно раз-

ложить за фиксированное время,  определяется 

величиной   1N2/)qp(x j,i  , которая не 

зависит от соотношения между p и q, что для 

случая прореживания пробных значений X под-

тверждается данными результатов расчетов, 

приведенных в табл. 8 и табл. 9. Следовательно, 

при оценках метода Ферма некорректно утвер-

ждать, что с его помощью возможна фактори-

зация чисел, например, до 1025  1030, как это 

утверждается в работе [2] или 1030, согласно 

работы [4]. Здесь важно дополнение «в худшем 

случае». Такой «худший случай» соответствует 

значению p=3. Если исходить из параметров 

прореживания (основания модулей bb и  m

1iib


, 
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число kxmax), то время расчета 1000 секунд 

приблизительно соответствовало х=5109, по 

значению которого при минимальном отноше-

нии p/q (p<q) из соотношения (4) определим 

максимальное N 60000046475809 61013. В 

случае p = 3001 максимальное N 

60021470437759827 61016. Если процедура 

прореживания окажется более эффективной, то за 

1000 секунд расчетного времени будут обработа-

ны пробные значения х, превышающие 5109, и 

максимальное N возрастет. Подтверждение этого 

получено на основании численного эксперимента 

в случае базового основания модуля bb = 

61 261 200 и выбранных дополнительных основа-

ний модулей, содержащих как множители про-

стые числа от 19 до 173. Для ряда значений N бы-

ло определено, что за 1 секунду времени работы 

ПК обрабатывается не менее 21.7109 значений х, 

что более чем в три раза превосходит производи-

тельность специально созданной в 1995 году ма-

шины, которая могла анализировать 6.144109 чи-

сел в секунду [4].  

Поскольку метод Ферма «плохо работает» 

для удаленных множителей, то для факториза-

ции чисел можно использовать несколько ме-

тодов, как в работе [3], за счет чего комплекс-

ный метод обладает временной сложностью 

O(N1/3). Представляет интерес дальнейшая раз-

работка способов разложения чисел на множи-

тели, в которых будет использован метод Фер-

ма с прореживанием пробных Х и другие мето-

ды, например, пробное деление на простые 

множители, как в работе [3], или известный -

метод Поларда.   
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